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细环壳钱伟长方程的精确解

孙博华 1)

(开普半岛技术大学机械工程系，开普敦，南非)

摘要 1979 年钱伟长对细环壳进行了非常系统的研究，推导

出一个细环壳复变量方程, 并给出了一个用连分式表达的级

数精确解，但没有提及这个级数解是否可以化成为已知的特

殊函数. 本文利用一个线性变换，把细环壳的钱伟长方程变

换成 Mathieu 方程，用 Mathieu 函数表示了问题的解，这

样就把钱伟长的连分式解与 Mathieu 函数联系了起来. 由

于Mathieu函数是已知的特殊函数，这里的工作可为今后有

关的细环壳具体计算带来方便.
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环壳是中国现代力学的主要奠基人——钱伟长

和张维两人都曾做过关于壳体的系统研究工作. 圆

环壳 (图 1) 形如救生圈或汽车轮胎，是一种形状比

较复杂的旋转壳. 环壳是壳体理论中难度比较大的

问题之一，钱伟长曾说 “环壳理论有两个特点：方程

复杂和求解不易”[1].

环壳问题难于求解的数学原因是环壳的基本方

图 1 环壳的几何图形

程是变系数的高阶偏微分方程，其系数是分数型的

且分母在环壳的二个几何顶点 “零点” 有奇异性，

顶点两边的高斯曲率的变号还会使方程变性. 它是

壳体理论中较复杂的问题之一 [2-5].

有关环壳的研究是从德国亚琛工业大学开始的,

开创环壳研究的是 Hans Reissner. 从Wissler[4] 的博

士论文得知 Reissner指导的博士生Weihs[5] 在 1911

年完成其有关环壳的博士论文 (但我们至今没有找

到 Weihs 的博士论文). 德国学者 Weihs[5] 在 1911

年分析薄轮胎在承受旋转对称和非旋转对称载荷的

应力状态时，第一次用级数解对环壳的应力状态进

行了分析. 瑞士苏黎世联邦高等工业大学的 Hans

Wissler 在 1916 年利用 Reissner--Meissner 的旋转对

称壳体微分方程以级数的形式系统地给出了在旋转

对称载荷作用下环壳的弯曲应力状态解 [4]. 他得到

的级数解对于细环壳收敛较快，但对于粗环壳收敛

极慢，当时由于没有计算机, 不便在工程中应用. 求

取对于粗环壳全域一致收敛的渐进解就变成了一个

壳体理论难题，1944 年张维 (韦氏拼音 Chang Wei,

汉语拼音 Zhang Wei)在国际上第一次求得了粗环壳

一致收敛的渐进解 [6]，部分结果发表于 1949 年 [7].

由于环壳非常复杂，所以通常都使用复变量方

程简化降低微分方程的阶数来研究. 对于细环壳的

情况，Sun[8] 另辟途径，使用环壳的位移型方程系统

地研究了细环壳的弯曲、振动和屈曲，第一次得到这

个问题的位移场的封闭解；但非对称环壳问题的位

移型方程的解至今还没有得到.

如果使用复变量方法，在 Love--Kirchhoff 薄壳

假设下，一般圆环壳体的变形控制方程可以写成

(1 + α sinϕ)
d2V

dϕ2
− α cos ϕ

dV

dϕ
+ (2µi sin ϕ)V =

2µP cos ϕ (1)
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其中 V = V (ϕ) 是复变量函数，P 是与载荷有关的

量，α 为环壳的截面半径 a 和环的整体半径 R 的比

值, i =
√−1 是复数单位, µ =

√
3(1− ν2)

a2

Rh
, 其中

ν 为泊松比，h 为壳体厚度.

方程 (1) 也称为 Novozhilov 环壳方程，

Novozhilov[9] 曾给出了其渐进解. 钱伟长 [1] 也给

出过方程 (1) 的级数解，Zhang 等 [10] 给出过方程

(1) 的一致收敛的渐进解.

1 细环壳钱伟长方程及其精确解

钱伟长 [1] 指出，多数实际问题如波纹管及热膨

胀补偿器等问题都有一个共同特点，α = a/R 比 1

小得多，即

α =
a

R
¿ 1 (2)

如果略去 α 在方程 (1) 中的作用，就相当于把环壳

作为细薄壁曲杆问题处理，这类问题被称为细环壳

问题.这种简化从文献上看，是由钱伟长首次提出并

进行细致研究计算的.

在方程 (1) 中略去 α 的作用后，方程 (1) 简化

成细环壳的方程

d2V

dϕ2
+ (2µi sin ϕ)V = 2µP cos ϕ (3)

这个方程是 1979 年钱伟长在细环壳的研究过程中

得到的，为表达敬意称这个细环壳复变量方程为 “钱

伟长方程”. 钱伟长对这个方程进行了非常细致的研

究，给出了用连分式级数表达的精确解，并利用大量

的篇幅对这个级数进行了分析和计算 [1].

虽然钱伟长给出了方程 (3) 用连分式表示的精

确解，但对于 “方程 (3)的解是否可以利用已知特殊

函数来表示” 钱伟长没有提及. 现在的问题是能否

把方程 (3) 转换成已知的方程并用已知特殊函数来

表示其解.

本文的研究表明，方程 (3) 是可以转换成已知

的 Mathieu 方程并可以用 Mathieu 函数表达其解.

具体思路是：利用一个自变量的线性变换，将细

环壳的方程 (3)变成 Mathieu方程，进而用 Mathieu

函数表示方程的解，从而给这个问题一个肯定的回

答. 这里的解 Sun[11] 曾于 2015 年在意大利的一个

会议上报告过.

设线性变换

x =
ϕ

2
− π

4
(4)

方程 (3) 变成

d2V

dx2
+ (8µi sin 2x)V = 8µP sin 2x (5)

式 (5) 其实是 Mathieu 方程. Mathieu 方程的一般

形式是

d2y

dx2
+ (λ− 2q cos 2x)y = f(x) (6)

其中 λ 和 q 是常数. Mathieu 方程 (6) 的齐次解是

yH = C1cem(q, x) + C2sem(q, x) (7)

其中 Ck 为常复数，cem(q, x) 和 sem(q, x) 分别是第

一类和第二类 Mathieu 函数.

这样，方程 (5) 的齐次解就可以表示成

yH = C1cem(−4iµ,
ϕ

2
− π

4
)+

C2sem

(
− 4iµ,

ϕ

2
− π

4

)
(8)

第一类和第二类Mathieu函数 cem(q, x)和 sem(q, x)

都是特殊函数，有成熟的研究结果，有关Mathieu方

程的研究和解可以在文献 [12-16] 查到.

这些特殊函数都已被写进到了一些符号运算

的商业软件，如 Maple, Mathematica，用这些商业

软件很容易计算和作图. 在符号运算的商业软件

中，如软件 Maple，用 Mathieu C(λ, q, x) 和 Math-

ieu S(λ, q, x) 分别表示 cem(q, x) 和 sem(q, x)，即，

Mathieu C(λ, q, x) = cem(q, x), Mathieu S(λ, q, x) =

sem(q, x).

由于符号运算计算机化的发展，这些特殊函数

已经不需要人工查表和自己计算，完全可以利用符

号运算商业软件，非常容易写出这些特殊函数的级

数表达式. 比如第一类 Mathieu C 和第二类 Math-

ieu S 函数用 Maple 的命令可以写成 Taylor 级数

的形式，只要给 Maple 命令 [17]：series (Mathieu

C(a, q, z), z, 6) 和 series (Mathieu S(a, q, z), z, 6) 就

可以分别得到 cem(q, x) 和 sem(q, x) 的 Taylor 展开

式，阶数为 O(x6)，如下

cem(q, x) = MathieuC(λ, q, x) =

1 +
(
q − 1

2
λ
)
x2+

(
− 1

3
q +

1
6
q2 − 1

6
qλ +

1
24

λ2
)
x4 + · · ·

sem(q, x) = MathieuS(λ, q, x) =

x +
(1

3
q − 1

6
λ
)
x3+

( 1
120

λ2 − 1
30

λq +
1
30

q2 − 1
5
q
)
x5 + · · ·





(9)
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显然，对于钱伟长方程，参数 λ = 0, q = −4iµ, 所以

钱伟长方程 (5) 的解可以写成

cem(−4iµ, x) = MathieuC(0,−4iµ, x) =

1− 4iµx2 +
4
3
µ(i + 2µ)x4 + · · ·

sem(−4iµ, x) = MathieuS(0,−4iµ, x) =

x− 4
3
iµx3 +

(4
5
iµ− 8

15
µ2

)
x5 + · · ·





(10)

从数学上讲，如果一个方程的解可以用某一特殊函

数来表示，那么，这样的解 (8) 可以称为 “精确解”.

另外，方程 (5)的特解，可以利用变换系数方法

求解. 至此，就解决了细环壳钱伟长方程的解是否

可以用特殊函数表示的问题.

2 讨 论

应当指出，这里的线性变换 (4) 只是把方程 (3)

进行了变换，除此再没有做任何近似简化，转换后

的方程 (5) 与钱伟长方程 (3) 完全等价，所以这里

用 Mathieu 函数表示的解，必然与钱伟长用连分式

表达的级数解是完全一样的，没有任何的不同，都是

精确解. 这也揭示了钱伟长的连分式级数解其实是

Mathieu 函数的一种具体形式.

应当指出，壳体理论的 Zurich学派曾指出 [9]，

特殊的旋转壳体的精确解都应当可以用超几何函数

表示. 对于柱壳、球壳、锥壳的解都已经找到，但对于

环壳的百年研究，一直都没有把其级数解表示成特

殊函数 (一种超几何函数)，从本文的研究结果看，

这个问题已经解决. 对于一般环壳 (非细环壳) 情况

的方程 (1)，其精确解也可以用 Mathieu函数表示，

这方面的内容将另文介绍.

3 结 论

细环壳的钱伟长方程
d2V

dϕ2
+ (2µi sin ϕ)V =

2µP cos ϕ 可以转换成 Mathieu 方程，其解可以用

Mathieu 函数完全表示. 就是说钱伟长的连分式解

就是相应 Mathieu 函数解的具体表达式，这样，就

达到了把钱伟长的连分式级数解与特殊函数联系起

来的目的. 由于 Mathieu 函数是已知的特殊函数，

这有助于细环壳的具体计算.

后记：钱伟长先生出生于 1912 年 10 月 9 日，其后

半生最重要的学术贡献就是对于环形壳体解析理论

的系统研究，钱先生证明了环壳级数解的收敛性问

题，对该科学问题做出了非常重要的贡献，同时也

给后人留下了一些待解问题，如细环壳钱伟长方程

的解是否可以用特殊函数表示的问题，作者在此给

出了这个问题的结果. 继承发展是对前辈最好的纪

念，在先生诞辰之日作者愿以此文向钱先生致敬.
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